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RESUMO: Este trabalho apresentará um modelo matemático para o Veículos Aéreos 
Não Tripulado (VANT) do tipo quadricóptero baseando-se na metodologia em espaço de 
estado. Levou-se em consideração o comportamento dinâmico em relação aos ângulos 
de Euler e a altitude z do quadricóptero, definindo-os em quatro movimentos lineares 
independentes. Projetou-se um controlador PID utilizando-se o segundo método 
de Ziegler-Nichols, realizando-se uma análise para uma série de movimentos pré-
estabelecidos. O intuito do projeto do controlador é que o sistema se torna estável, 
e seu desenvolvimento será validado por meio de simulação, cujos resultados obtidos 
certificarão o funcionamento do mesmo.
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INTRODUÇÃO

A utilização de Veículos Aéreos Não-Tri-
pulados (VANTs) tem se expandindo rapi-
damente. O que era exclusivo das ativi-
dades militares tem se tornando comum 
ao campo civil, chegando ao comércio, a 
indústria e a agricultura, motivados pelo 
crescente desenvolvimento tecnológico 
dos sistemas microcontrolados. Pesquisas 
na área trazem como ganhos a miniaturi-
zação dos componentes aliados a redução 
de custos, bem como o desenvolvimento 
de novas técnicas.

 Existem diferentes classificações para 
os VANTs. De acordo com Bouabdallah et 
al. (2004), o termo VANTs é utilizado para 
caracterizar qualquer tipo de aeronave 
não tripulada, com finalidades diversas, 
podendo ser autônoma ou controlada re-

motamente sendo classificados quanto à 
topologia em asa fixa, asa rotativa entre 
outras categorias (balões, dirigíveis, pla-
nadores e etc.). Já segundo o Regulamen-
to Brasileiro de Aviação Civil Especial nº 
94/2017 (RBAC-E nº 94/2017), os VANTs 
podem ser classificados como aeromode-
los, destinadas a recreação e lazer, e aero-
naves remotamente pilotadas, destinada a 
fins comerciais e experimentais.

Devido a estrutura destes veículos, for-
ma de pilotagem, programação permitida 
e controle de voo, os VANTs vêm sendo 
utilizados para diferentes atividades como 
monitoramento, mapeamento e inspe-
ções, além de minimizar os custos ope-
racionais (ALVES, 2012). Nesse trabalho 
será apresentado um estudo sobre o con-
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trole e estabilidade de voo do VANT tipo 
quadricóptero. Pode-se encontrar na lite-
ratura diferentes estudos que abrangem 
essa abordagem, principalmente, no que 
se refere ao controle de estabilidade dos 
VANTs. Abaixo serão apresentado a ideo-
logia principal de alguns destes trabalhos.

Conforme apresentado em Brescia-
ni (2008) tem-se que este desenvolveu 
a modelagem dinâmica do quadricóptero 
através do modelo de Newton-Euler, pro-
jetou algoritmos de controle PID para que 
aeronave obtivesse um voo estável, cujas 
variáveis controladas foram os ângulos de 
Euler e altitude, e por meio de testes cer-
tificou-se a robustez dos algoritmos imple-
mentados. 

Já no trabalho desenvolvido por Sá 
(2012), foi feito um protótipo de um VANT 
do tipo quadricóptero, elaborando-se as-
sim, o modelo dinâmico do mesmo através 
do formalismo Newton-Euler. Baseado na 
modelagem matemática obtida, projetou-
-se um controlador do tipo PID embarcado 
com o objetivo da estabilização na direção 
vertical da estrutura delineada. Por meio 
de simulações em softwares e testes prá-
ticos, constatou-se eficácia do controlador 
arquitetado.

E ainda, buscando-se a estabilização ân-
gulos Roll, Pitch e Yaw e altura z de um 
quadricóptero, é possível constatar em 
Benigno (2015) um estudo da aplicação 
do controlador do tipo PID para o controle 
destas variáveis. O projeto do controlador 
foi realizado em software, e mostrou-se 
satisfatório para que o voo se mantivesse 
estacionário. Para o desenvolvimento des-
te estudo, realizou-se a análise da cinemá-
tica e dinâmica da aeronave pelo modelo 
Euler-Lagrange e a simplificação em espa-
ço de estados.

Há também outras estudos sendo de-
senvolvidos e outras técnicas de contro-
le sendo testadas para estabilização de 
VANTs do tipo quadricópteros, e que têm 
se mostrado eficazes. No entanto, o estu-
do deste trabalho está centrado na análise 
da modelagem dinâmica do quadricóptero 

e de sua estabilização por meio do projeto 
de um controlador PID.

MATERIAIS E MÉTODOS 

Modelagem matemática de uma aero-
nave quadricóptero 

O quadricóptero é um VANT com classi-
ficação de asa rotativa. Sua propulsão é 
dada por um conjunto de quatro motores 
junto a dois pares de hélices, um par com 
propulsão horária, outra com propulsão 
anti-horária. Esse conjunto motor e hélice 
são dispostos simetricamente em uma es-
trutura em forma de cruz, conforme pode 
ser observado na Figura 1, em que hélices 
adjacentes rotacionam em sentidos opos-
tos, com intuito de equilibrar o momento 
angular dos motores (SÁ, 2012). Sua apli-
cação está destinada para atividades que 
necessitam de uma maior precisão, como 
mapeamentos e inspeções.

Figura 1: Representação do quadricóptero e dos 
graus de liberdade

Pela Figura 1 observa-se que o veículo 
em questão possui seis graus de liberda-
de, desses: três estão relacionados com 
a posição espacial do veículo dadas pelos 
ângulos de Euler (𝜙, 𝜃, 𝜓), e os outros três 
estão relacionados com a orientação x,y 
e z . Dispõe de quatro atuadores dados 
pelos sinais de controle provenientes das 
forças atuantes nos rotores designados 
como: U1, U2, U3 e  U4. Assim, o sistema 
é caracterizando como subatuado, o que o 

𝜙, 𝜃, 𝜓
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torna dinamicamente instável.
De modo simplificado, o quadricóptero 

pode ser representado em 12 estados, po-
dendo ser divididos em dois vetores: vetor 
posição e vetor velocidade (SOUSA, 2011).

 

O vetor posição é composto das coorde-
nadas translacionais (x,y,z) e dos ângulos 
de Euler (𝜙, 𝜃, 𝜓), e o vetor velocidade é 
composto pelas velocidades lineares (u,v 
,w) e pelas velocidades angulares (p,q,r).

  O quadricóptero pode ser descrito por 
equações que representam a cinemática e 
dinâmica do veículo, propiciando um enten-
dimento maior quanto ao funcionamento, 
em relação à movimentação e à estabilida-
de. Dessa maneira, através de um estudo 
detalhado da modelagem matemática do 
veículo pelo formalismo de Newton-Euler, 
obtém-se o sistema de equações que re-
presentam a dinâmica conforme apresen-
tado nas Equações 3 e 4.

Os elementos Ixx,Iyy,Izz da Equação 3 são, 
respectivamente, os momentos de inércia 
nos eixos x,y e z ; Ω representa a veloci-
dade angular dos propulsores; m a massa 
total do quadricóptero; g a aceleração da 
gravidade e Jr a força proveniente do efeito 
giroscópio. Essa conjunto de equações fa-
zem alusão as acelerações lineares                

          e angulares              do veículo. 
Esse sistema de equações define o com-

portamento dinâmico do quadricóptero, 
gerado através da relação de Newton-Eu-
ler e das forças atuantes no sistema como 
a força gravitacional, a força gerada pelo 
efeito giroscópio e a força produzida pela 
rotação dos propulsores. 

Esse conjunto de equações representa 
os sinais de controle do sistema, com d 
se referindo ao coeficiente de arrasto, b o 
coeficiente de empuxo e l o comprimento 
entre o centro das hélices e o centro de 
gravidade do quadricóptero. O termo U1 se 
refere ao controle da altitude (z) poden-
do, dessa forma, gerar um movimento de 
decolagem e aterrisagem do quadricópte-
ro. Já os sinais de controle U2 e  U3 são 
dirigentes aos movimentos de rolagem 
(rotação em torno do eixo x representa-
da pelo ângulo ϕ ) e arfagem (rotação em 
torno do eixo y representada pelo ângulo 
θ), respectivamente. O sinal de controle 
U4  refere-se ao controle do movimento de 
guinada (rotação em torno do eixo z re-
presentada pelo ângulo 𝜓). 

Dessa forma, pode-se propor técni-
cas de controle do sistema baseando-se 
na modelagem matemática da aeronave. 
Através da integração de sensores, do mi-
crocontrolador e conhecendo a planta do 
sistema, é possível projetar um controle 
em uma malha de realimentação que pro-
picie o controle para o desempenho dese-
jado do sistema.

Linearização do modelo matemático 
do quadricóptero

O estudo de sistemas dinâmicos envolve 
a modelagem matemática, a análise e a 
simulação de sistemas físicos. Pelas equa-
ções dinâmicas do quadricóptero, consta-
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ta-se a não linearidade do sistema, por-
tanto, para delinear o controle do sistema 
pela inferência linear deve-se obter um 
modelo matemático linearizado do veículo, 
para isso utiliza-se a formulação em espa-
ço de estados.

A realização da modelagem em espaço 
de estados foi baseada no estudo dos tra-
balhos de Benigno (2015) e Pfeiffer (2013).   

O conjunto de variáveis de estado que 
descrevem as condições dinâmicas de um 
sistema modelado no espaço de estado po-
dem ser representadas pela forma (OGA-
TA,2010): 

Onde: x é o vetor de estados e u é o ve-
tor de entradas.

O objetivo deste estudo é obter a repre-
sentação do sistema em espaço de esta-
dos na forma:

Onde: A é matriz de estados, B é a ma-
triz de entrada, C é a matriz de saída e D 
é a matriz de transmissão direta.

Para efetuar o estudo em espaço de esta-
do é fundamental estabelecer três tipos de 
variáveis: variáveis de entrada, variáveis 
de saída e variáveis de estado as quais es-
tão presentes na modelagem dinâmica do 
sistema (OGATA,2010).

Pelas equações 1 e 2 aufere-se os esta-
dos de interesse do sistema: 

 Pelo princípio de funcionamento do qua-
dricóptero tem-se que as entradas do sis-
tema serão: 

A saída esperada serão as posições an-
gulares e lineares: 

Definindo-se as variáveis de análise é 
possível determinar as funções da Equa-
ção 5. 

Uma vez determinadas as funções de f 
(x, u) e g (x, u) é efetuada a lineariza-
ção do sistema, visto que estas possuem 
elementos não lineares. A fim de se ob-
ter a função de transferência do sistema, 
visando o uso de técnicas de controle li-
neares, aplica-se o método de equilíbrio 
(NISE,2013), uma metodologia que con-
siste em uma solução em regime perma-
nente.

O método consiste no emprego da apro-
ximação linear pela análise da matriz jaco-
biana. Essa matriz define um valor de uma 
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função em torno de um ponto particular, 
no qual serão calculadas as derivadas par-
ciais das funções f (x, u) e g (x, u).  Para 
obter as matrizes do sistema do espaço de 
estados estabelecem as matrizes jacobia-
nas descritas abaixo. 

Considerando-se que as variáveis de es-
tado estão em estados nulos, define-se as 
matrizes jacobianas.  E ainda, para a reso-
lução destas equações designou-se que  x1 
a  x6  abrangem os elementos do vetor ξ e 
de x7  a  x12 os elementos de ξ ̇ .

A matriz A é definida pelas derivadas 
parciais dos termos de f (x, u) em relação 
aos 12 estados estabelecidos na Equação 
7.

Com a matriz A’ definida como:

A matriz B é definida pelas derivadas 
parciais dos termos de f (x, u) em relação 
as entradas estabelecidos na Equação 8.

A matriz C é definida pelas derivadas 
parciais dos termos de g (x, u) em relação 
aos 12 estados estabelecidos na Equação 
7.

A matriz D é definida pelas derivadas 
parciais dos termos de g (x, u) em relação 
as entradas estabelecidos na Equação 8.

Matriz de transferência e modelagem 
do controlador

 A matriz de transferência do sistema re-
laciona a matriz de saída à matriz de en-
trada de um sistema de controle, sendo 
dada pela Equação 21:
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A partir da matriz de transferência G(s) 
obtida, torna-se exequível o desenvolvi-
mento do projeto de controle para cada 
saída de interesse.

Para melhorar a resposta ante às pertur-
bações e diante de instabilidade, foi aplica-
do um controlador, no intuito de obter-se 
uma resposta transitória satisfatória e de 
uma estabilidade relativa. Para este estu-

do escolheu-se utilizar um controlador do 
tipo controlador Proporcional, Derivativo e 
Integrativo (PID).

 De modo simplificado tem-se que o 
PID é o controlador composto pelas ações 
proporcional, integrativa e derivativa que 
apresenta as características relevantes de 
cada ação, cuja estrutura é apresentada 
na Figura 2.

 A ação proporcional aplica uma correção 
proporcional ao erro aferido pela diferen-
ça entre o valor real e o desejado. Essa 
correção é denominada ganho proporcio-
nal (kp). Já a ação integrativa representa 
a taxa de variação do sinal de saída em 
relação à entrada, denominada como ga-
nho integrativo (ki), eliminando erros em 
regime permanente. E por fim, tem-se a 

ação derivativa que é a saída proporcio-
nal à taxa de variação do erro, sendo esta 
designada como ganho derivativo (kd) que 
reduz as oscilações transitórias (ALVES, 
2012).
A expressão que modela o controlador PID 
no domínio da frequência está representa-
da na equação 23:

O controle proposto para análise do siste-
ma dinâmico do quadricóptero foi imple-
mentar um controlador PID independente 
para cada um dos ângulos de Euler (𝜙, 𝜃, 

𝜓) e para a altitude (z). A Figura 3 apre-
senta a malha de controle proposta para 
a estabilização de cada saída analisada no 
sistema.

Figura 3 - Proposta da malha de controle para estabilização das saídas do sistema.

Figura 2 - Estrutura do controlador PID
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A sintonia do controlador PID foi reali-
zada através do método Ziegler-Nichols, 
também denominado método do período 
crítico. De acordo com Ogata (2010), este 
método é baseado nas características da 
resposta transitória da planta do sistema. 
Esta técnica consiste na ação de um con-
trolador proporcional à planta do sistema 
analisado, cujo valor do ganho proporcio-
nal seja aumentado a um valor crítico (Kcr) 
que torne o sistema marginalmente está-
vel, isto é, a saída apresenta uma oscilação 
mantida. Assim, através do ganho crítico e 
do período oscilatório obtidos, é possível 
estimar os valores dos parâmetros Kp, Ti e 
Td, e a partir destes são estimados os va-

lores de ganho proporcional (kp), do ganho 
integrativo (ki) e do ganho derivativo (kd). 

Análise da resposta ao degrau

O desempenho do controlador será ve-
rificado através da análise da resposta ao 
degrau do sistema. Para isso, será neces-
sário especificar as caraterísticas desse 
tipo de resposta em um sistema linear e 
a partir destes, inferir o comportamento 
para o ajuste dos ganhos de um sistema 
controlador. Conforme pode ser observa-
do na Figura 4, pode-se parametrizar ele-
mentos da saída de um sistema de segun-
da ordem para avaliar o comportamento.  

Figura 4 - Resposta de um degrau unitário típica de um sistema de controle

Dessa forma, definem-se:
- Tempo de atraso (td): é o tempo para 
que a resposta alcance pela primeira vez a 
metade do valor final.
- Tempo de subida (tr): é o tempo para a 
resposta passar de 0% a 100% do valor 
final.
- Tempo de pico (tp): é o tempo no qual a 
resposta atinge o 1.° pico de sobressinal.
- Máximo sobressinal (Mp): é o máximo 
valor de pico da curva de resposta medido 
a partir do valor final.
- Tempo de acomodação (ts): é o tempo 

no qual a curva de resposta atinge e per-
manece dentro de uma faixa em torno do 
valor final.
- Erro de estado estacionário (ess): é a di-
ferença entre a saída do estado estacioná-
rio e o valor final.

RESULTADOS/DISCUSSÃO

Para o cálculo dos ganhos foi considera-
do o método de Ziegler-Nichols para en-
contrar o ganho crítico que dá origem aos 
ganhos proporcional e integral e deriva-
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tivo. Uma vez encontrado esses valores, 
realiza-se um ajuste fino nos parâmetros 
do controlador de forma a melhorar a res-
posta de saída.

Foram realizadas análises independen-
tes para três situações: 

- Avaliação do modelo U1 respondendo a 
uma entrada degrau de 1 metro.

- Avaliação do modelo U2 /U3 responden-
do a uma entrada degrau de 45 graus, si-
mulando o movimento de rolagem.

- Avaliação do modelo U4 respondendo a 
uma entrada degrau de 90 graus, simulan-
do uma guinada.

Dessa forma, cada análise será realizada 
utilizando dois valores para os controlado-
res PID: o primeiro utilizando o método de 
Ziegler-Nichols; o segundo realizando pelo 
ajuste interativo nos ganhos dos controla-
dores de forma a melhorar a resposta de 
saída. 

Tabela 1 - Valores para ganho dos controladores

Na Figura 5 considerou-se que o quadri-
cóptero estava em repouso e aplicou-se 
uma entrada degrau de amplitude 1 metro 
(linha tracejada. A resposta para o siste-
ma utilizando os dados obtidos no método 
de Ziegler-Nichols pode ser observada na 

linha pontilhada. Realiza-se um ajuste in-
terativo nas constantes P, I e D do contro-
lador, tomando como base esse método, 
pode-se melhorar a resposta do sistema 
conforme observado na curva contínua.

Figura 5 - Resposta do modelo altitude para entrada degrau
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Considerando um comando de guinada 
de 90 graus, indicando uma meia volta 
do quadricóptero, pode-se observar esse 
comportamento através Figura 6. A linha 
tracejada caracteriza o sinal de entrada, 

a curva pontilhada representa a resposta 
para o sistema ajustado com os valores 
obtidos pelo método de Ziegler-Nichols e 
a curva contínua descreve a saída obtida   
pelo ajuste interativo.

Figura 6 - Resposta do modelo guinada para entrada degrau

Para o movimento de rolagem foi con-
siderado um limite de 45 graus, uma vez 
que ângulos maiores podem deixar o qua-
dricóptero instável em relação a susten-
tação. Na Figura 7 são apresentados os 
sinais de controle para o sistema. Nova-

mente, a linha tracejada representa um 
degrau de entrada em 45 graus, a curva 
pontilhada a resposta com os valores ob-
tidos da expressão do Ziegler-Nichols e a 
curva contínua a resposta ajustada.

Figura 7 - Resposta do modelo rolagem para entrada 
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Com base na análise da resposta do sis-
tema, é possível constatar através da Ta-
bela 2 a análise dos parâmetros da respos-

ta transitória do sistema a uma resposta 
ao degrau.

Tabela 2 – Análise dos parâmetros transitórios do sistema

Diante dos dados indicados na Tabela 2, 
é possível constatar que há uma progres-
são das curvas de saída da resposta do 
controle do sistema em relação a referên-
cia pretendida, tanto para altitude como 
dos ângulos de Euler, em cada um dos ca-
sos analisados. Verifica-se a melhoria dos 
parâmetros analisados quando se delimita 
um comparativo entre o controlador deri-
vado do ajuste Ziegler-Nichols e o contro-
lador efetuado através do ajuste da aná-
lise transitória em relação a uma entrada 
ao degrau.

CONCLUSÃO

Com base nos resultados obtidos, pôde-
-se verificar a influência do controlador na 
resposta do sistema ao utiliza-se o método 
de Ziegler-Nichols. Foram realizados tes-
tes para movimentos de altitude, rolagem, 
arfagem e guinada, todos considerando 
parâmetros obtidos por essa metodologia, 
e em seguida realizando um ajuste fino 
de forma a melhorar a resposta de saída. 
Dessa forma:

Para o movimento de altitude, utilizan-
do valores obtidos por Ziegler Nichols, a 
aeronave se estabilizou, tendo um com-

portamento oscilatório em torno do ponto 
de referência, tempo de acomodação em 
12,82 segundos. O ajuste do controlador 
melhorou esse tempo, tornando o sistema 
menos oscilatório e se acomodando em 
1,16 segundos.

Para os movimentos de arfagem e rola-
gem, o controlador também se estabilizou 
em torno do valor de referência, apresen-
tando valores oscilatórios e tempo de aco-
modação de 5,72 segundos. O ajuste do 
controlador reduziu esse tempo para 0,11 
segundos. 

Mesmo procedimento foi realizado para 
movimentos do tipo guinada, neste caso 
o método Ziegler Nichols obteve tempo de 
acomodação em 6,52 e realizando o ajus-
te conseguiu reduzir esse tempo para 0,15 
segundos.

Observando os gráficos e considerando 
esses tempos de acomodações pode-se 
concluir que o sistema de controle projeta-
do manteve o sistema estável, mostrando 
robustez, apesar de simplicidade do con-
trolador projetado. A resposta em si apre-
sentou um amortecimento, baixo nível de 
sobressinal em relação ao sinal aplicado e 
rápido tempo de acomodação. 

O projeto de controlador ao sistema é 
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essencial para a estabilidade, esteja a ae-
ronave em hovering (pairando), ou em 
voo. O intuito do sistema de controle é ob-
ter uma resposta rápida e eficaz às per-

turbações externas, e através dos modelos 
pode-se estimar os estados de atitude e 
dos ângulos de Euler estáveis para essas 
situações. 
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